Limites

Prof. Smail BOUGUERCH

Limites des fonctions (N € N )X > X" et X > /X _et leur inverses:

limx" =0

X —0

lim X =0

x —0"

lim VX =+

X —>+00

lim —==0

1
X —>+00 \/X_

$i N est pair

$i N estimpair

lim x" =4

X —>+00

lim x" =4

lim x" =400

X —>+0

Limites des fonctions polyndomiales et des fonctions rationnelles au voisinage de +00 et —0;

La limite d’un polynoéme au voisinage de

400 et —oo est 1a limite de son terme de plus

grand degré

La limite d’une fonction rationnelle au
voisinage de +00 et —0 est 1a limite du

quotient de ses termes de plus grand degré

Limite des fonctions trigonométriques:

. sinXx
lim——=1

x—0 ¥

Limites des fonctions de type : X > \/U(X)

limu(x)

X=X

>

>0

—+00

s valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de X oou bien au voisinage de +00 ou —00




Limites et ordre:

u(x ) < f(x) < v(x) [f(x) — 1] <u (%)
XIiﬁrpu(x):l :>XILr£1f(x):I

limv(x)=1

X —Xg

f(x) < v(x) ux)<f (x)

limv (x) = —o [ = M (X)=—e0 limu(x ) = +o0 [ = M T () =400

X —Xq X —Xq

limux)=0 (= mf0)=]

X —Xg

Ces limites sont touj s valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de X o°u bien au voisinage de +00 ou —00O

Operations sur les limites:

Limite de la somme de deux fonctions:

limf (x)

X —Xg

limg(x) |’

lim [f6)+90O)] | 141

Limite du produit de deux fonctions:
limf (x) | | -0

X =X

limg(x) K 400

X —Xg

1im [0+ g(x)] 400

Limite du quotient de deux fonctions:
limf (x) |

X —Xg

mg) | 140

T [m} !
x| g(x) I’

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de X oou bien au voisinage de +00 ou —00




Continuité
Prof. Smail BOUGUERCH

La continuité en un point:

Définition :

f continueen x, < limf (x)=f (x,)

La continuité a droite ~ a gauche - en un point:

f continue adroiteen X, < lim f (x)=f (x,)
X +

Xo

f continue a gaucheen X, < lim f (x)=f (x,)

X —Xg

f continueen X, < f continue a droite et a gauche en X,

La continuité sur un intervalle:

f continue sur un intervalle ouvert ]a;b[, si f est continue en tous points de cet intervalle

f continue sur un intervalle fermé [a;b], si f est continue sur I'intervalle ouvert ]a;b[, et continue a

droite en &, et a gaucheen b

Operations sur les fonctions continues:

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | et K un réel quelconque

» Llesfonctions: f +0g ; f xg ; k xf sontaussi continues sur |

1 f
= Siona (VX el ); g (x) #0 alors les fonctions — et — sont continues sur |

g 9

Résultats:

Tout polynéme est continu sur R

Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition
La fonction X > «/X est continue sur R*

Les fonctions X F>SINX et X > COSX sont continues sur R

/s
La fonction X > tan X est continue sur son domaine de définition R —{E'F kzlk e Z}

La continuité d’un composé de deux fonctions:

Si f estcontinue surunintervalle | et g est continue sur unintervalle J tel que f (1)< J

alorsg of est continue sur |

Image d’un intervalle par une fonction continue:

L'image d’un segment (intervalle fermé) par une fonction continue est un segment

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle




Cas particulier:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |
Le tableau suivant montre la nature de I'intervalle f (1)

: Lintervalle f (1)
Lintervalle |

f strictement croissante sur |

f strictement décroissante sur |

R }Xlirpwf (x); lim f (x)[

Jxlirlwwf (x); lim f (x)[

[aib] [f @);f ()]

[f (b):f (8)]

[a;b] [f (@); lim f (x)[

Jig 01

Ja;b] lILrBf x):f (b)}

o]

Jasb] }nmj (; lim £ (x)[

Jigs ]

[a;+o0] [f (a); lim f (x)[

lliﬂof (x): f (a)}

Ja +oo] ]limj (x); lim f (x)[

J-o0;al] }Xlirpm f (x);f (a)}

-ooia] Jpim £ e tim £ 00

[f (@): lim f (x)[

}XILTf (x); Jim f (x)[

Théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.L.):

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a;b], alors pour tout réel # compris entre f (a) et

f (b), il existe au moins un réel & dans I'intervalle [a;b] telque: f (a)=p

Résultats:

Si f est une fonction continue sur un intervalle[a;b]et f (@)xf (b)<0

Alors I'équation f (X) =0 admet au moins une solution & sur I'intervalle[a;b]

Si f estune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a;b]et f (@)xf (b)<0

Alors I'équation f (x) =0 possede une et une seule solution & sur I'intervalle[a;b]

Méthode de dichotomie:
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a;b]et f (@)xf (b)<0

Et soit & I'unique solution de I'équation f (x) =0 sur I’intervalle[a;b]

Si f (a)xf (%}o Sif (b)xf (%}o

Alors 3 < ¢ < a+b ot cette encadrement a une Alors @< « < b et cette encadrement a une
2 2

b—a

capacité qui vaut:

A qui . b-a i A . A
capacité qui vaut: > on refait la méme chose , on refait la méme chose

avec I'intervalle{a;ib} pour obtenir une
2

avec I'intervalle{”b -bJ pour obtenir une
>

meilleure précision de I'encadrement de &

meilleure précision de I'encadrement de &

Remargque : et ainsi de suite jusqu'a obtention de la précision d’encadrement demandée




